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Introduction
Les relations entre sciences et société ont praforaht évolué depuis mon temps de jeunesse.
Elles sont passées du culte du progrés au culigodte.
Il'y a eu ce XXe siécle de violences et de follective, deux guerres mondiales, des guerreseshdlffreuses,
motivées par la concurrence entre des idéologiéglgacune prétendait a l'universalité.
Il'y a eu I'effondrement du marché du travail egigiedes compétences scientifiques parce que desitsiont
inventé des machines a tout faire de plus en pltsnmmes : des ordinateurs, des logiciels, etaggdications.
On parle méme d'intelligence artificielle.
L'argument du temps de mon enfance disant quedpprendre a I'école pour se ménager assurera gl
une belle place dans la société a perdu toute sé@ngace.
Il reste qu'apprendre a toujours été et sera toujewn plaisir. Ce plaisir qui était au Moyen Age le privilége
insigne d'une toute petite minorité peut devenplies populaire des loisirs.
Ce livre veut montrer comment susciter et satisféiinsatiable curiosité des enfants dans un doenain savoir
pourtant réputé ennuyeux et difficile : les maueats des corps. De plus, cette curiosité resgerérsiliente
chez les adultes comme I'ont démontré nombre deaids; conférences, spectacles et autres manii@ssatie
médiation scientifique.
La cinématique a le double défaut d'exiger des Bratitiques pour la comprendre et de proposer des
expériences qui n'ont rien de spectaculaire. Ediel@ discipline des sciences physiques la plusigeunse en
college comme au lycée.
Et pourtant !
Le long de ma carriére d'enseignant, tous les alé&éeluits par la physique l'ont été a partir deteame 1a !
Aucun n'a été séduit par un autre sujet plus atifaw plus facile.
Le secret de cette séduction surprenante est semt qu'il existe une analogie fondamentale elese
difficultés conceptuelles surmontées par les piersnile la physique et celles rencontrées par g&slEn
conséquence, si chez quelqu'un la compréhensioe digumentation se bloque, le mieux est de remante
sources : chercher, assimiler, synthétiser etatqy le pourquoi et le comment de l'invention deandes
idées dans I'histoire des sciences.
A partir de 13, plus rien ne peut résister a la gicacité des éléves, donc des adultes.
L'expérience professionnelle a démontré que lactémtud'un esprit non scientifique par la physiags un
événement aussi bref que spectaculaire, et morpnétation est que la personne a qui cela arrivieaachi un
seuil culturel fondamental. Avant cet éclair on pas confiance en soi, aprés on I'a, et cette aitpm est
définitive.
Dans ses premieres pages ce livre vous aide aifidertte verrou, ce seuil pour vous donner le paude le
faire sauter.
Les pages suivantes montrent aux maitres et a édéves, mais aussi a tout adulte dont la curiositéurelle
scientifique est en sommeil, des pistes de progressins les savoirs sur le monde tant mathémasique
physiques. Elles montrent en méme temps quelecteyr, lectrice, n'étes pas prét ou préte a cotma les
limites de votre capacité a comprendre.

Durant toute ma carriére, le poison a été I'évaioatdes élévefarce que personne n'a pu me dire ce qu'il
faut évaluer Une réflexion simple pourtant peut nous le révéledans toute une une scolarité, seul un
échantillon limité de problémes peut étre présahtés que dans la vie active on sera confronté @ infinité de
ces situations dans des domaines jamais vus degsav

C'est exactement ce qu'ont découvert les spéeisld# I'apprentissage du langage pendant la petifance.
Avant de parler, a partir d'un ensemble — riche&g— mais limité de phrases entendues, les enfashnent
conscience de la grammaire et de la syntaxe etleisgent leur vocabulaire. Cette activité perdu@me si les
enfants jouent sans y préter attention. Puis saudts parlent avec trés peu d'erreurs, montrantlgsont
capables de juger correctement la constructionlgases jamais entendues, méme s'ils n'en comprepas
encore le sens.

Tout se passe comme si chacun de ces énoncésesaaiuisent progressivement dans nos cerveaux la
formation d'un amas de connexions neuronales cauwna domaine particulier des savoirs, et qu'erssua
densité de ces amas augmentant progressivemeaay etlations les uns avec les autres, ils pernm¢tteudain
des chaines associations d'idées illimitées. Bresmnt on devient capables d'étudier toute espéséiddions
jamais encore abordées.

L'évaluation des éléves ne devrait servir qu'a gasiace seuil est franchi.
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1 En college



801 La notion de fonction mathématique

1. Unsingletonest un ensemble composé d'un unique élément.<Cittd par le nom de cet élément entre
accolades.

Par exemple le singleton composé de I'élémerst écrit {i}.

2. Unepaire est un ensemble composé de deux élément et desdalement. On les écrit par le nom de ces
éléments entre accolades et séparés par un pojodesi L'ordre dans lequel les deux éléments smritsén'a pas
d'importance.

Par exemple la paire composée des élémeets est écrite {i ; v} ou {v ; u}.

3. Siuetvsont distincts, alors le pairesd{ v} ; v} et {{ v; u}; u} ne sont pas les mémes.

4. En mathématiques, ces paires sont appeléesodptes Comme on en fait un usage trés fréquent et colaare
écriture est lourde, on a créé le code respactiff et (v ; u) pour les désigner.

En conséquence, gietv sont distincts, les couples (V) et (v ; u) sont distincts.

Dans un couple commae ( V), u est appelédntécédentetv I'image.

oo

Unerelation binaire est un ensemble de couples.

Unefonction est une relation binaire dans lequel chaque atéfité’'a qu'une image.
Uneopération est une fonction dont les antécédents sont dgdeu

0 Les couples d'une opération sont donc rsYJ , 2).

Exemples extraits des programmes de mathématiqueg @ollége
Ici, les antécédentssont des nombres réels.

11.Soita un nombre réel. L'ensemble des couples (nomirest undonction constanteou encordonction de
degré nul Sur la fig. 1, le nombra est la position de l'intersection de la ligne ésgintative avec I'axe des
ordonnées.

12.Soita un nombre réel. L'ensemble des coupkesa(X) est undonction linéaire. Sur la fig. 2 on voit 'allure de
la représentation graphique en trait plein ppast positif et en tirets poarest négatif.

13.Soita eth deux nombres. L'ensemble des coupkesa(x + b) est undonction affine ou encordonction du
premier degré. . Sur la fig. 3, on voit l'allure de la représgitin graphique en trait plemest positif et en tirets
a est négatif.

14.L'ensemble des couples;(x°) est lafonction carré (fig. 4).

15.Soita, b etc trois nombres. L'ensemble des couplesa( X + b x+ c) est undonction du deuxiéme degré
Sur la fig. 5, on voit I'allure de la représentatgraphique en trait plemest positif et en tireta est négatif.

16.L'ensemble des couples;(x°) est lafonction cube (fig. 6).

17.Note : I'ensemble des antécédents de ces fon@giRs

18.L'ensemble des couple;s;(\/;o est lafonction racine carrée(fig. 7).
Note : I'ensembl® des antécédents d&t.

19.L'ensemble des couples;(1/ x) est lafonction inverse(fig. 8).
Note : I'ensembl® des antécédents €&t {0}.

Exemple mécanique
20.Un mouvementd'un point matérialisé sur un corps est modélisgéthématiquement par une fonction dont les
antécédents sont desmpset les images dgmints de l'espace.

Lien logique entre fonction linéaire et proportion
21.Soit la fonction linéaire ensemble des coupiesa(¥). Sip etq sont deux antécédents, alors les cougles(p)

et @; a g lui appartiennent. Formons le tableau 1. On en%i= %g donc le tableau 1 est bien un tableau de

proportion.
22.Les antécédents et les images d'une fonction linéaial. 11)sont proportionnels.
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802 Tableaux de proportion
Note : tous les tableaux de la page ci-contre desittableaux de proportion.

. Traditionnellementpar convention, on a équivalence de signification entre c:ettiiuifer%1 =g et le tableau 1
gu'on appelléableau de proportion.

. Si on multiplie les deux quotients paib ¢ dpuis simplifie, on obtientdgalité des produits croisés

. Ces deux produits croisés donnent une grande t¢@iaetipropriétés mathématiques au tableau. Pageile
sont exploitées les regles algébriques connueslehemmbres qui donnent toute une série de tabldau
proportions équivalents au tableaux 2.

. En haut, on démontre g@u peut permuter "les moyens et les extrémes'autrement dit échanger les nombres
sur une diagonale.

. Au centre, on montre ques deux lignes ou des deux colonnes lues danmfme sens donnent des quotients
égaux

. En bas, a gauche, on montreaqupeut faire sur les deux lignes ou les deux coloes la méme élévation a
une puissance donnée ou la méme prise de racineamie

. En bas a droite, on montre gn'peut multiplier ou diviser une ligne ou une colone par un nombre donné

8. Soit la formule 24a : elle dit que les quotie%mg ont la méme valeug donc qu% =qet % =gdonc en

multipliant les deux membres de ces égalités pdiviseur,a =b getc =d g En additionnant ou soustrayant
atc_

b+d

. Les quotients tirés d'un tableau de proportion sontgaux au quotient de la somme (ou différence) des
numérateurs par la somme (ou la différence) des déminateurs.

membre a membre puis en factorisgoin aa +b = (b £c) g donc

10.Applications : par exemplea etq étant deux nombres donnés, si on a a résouduatléq d'inconnue

= x_kq on pense a :% et dresse le tableau 02b.

Ensuite, on écrix—q = gpuis la solutiorx = §+ q.



alb
c|d
Tableau 1

_______________________________________________

commutativité de la multiplication
da=ad=bc=chb

|

division par un méme nombre a K
| 1| x-q
¢ ¢ ¢ ¢ Tableau 3
ad_bc ad_bc ad_bc ad_bc
Cc c d b ab ab ac ac
i a_b a_c d_c d_b !
Lc i d b iol b a ca !
multiplication des deux mambres par un méme nombre
ad_bc ad_bc ad_bc ad_bc
d d a a b b c L c
i _be _bc ad_ ad_y, :
i a= d d= a ‘} b C p i
n_ n n n
(@d"=(bg Vad=1bc adkl=bckl ad_pe
a’d"=b"c" % % - Q/B Q/_C associativité et Produits de
NN commutativité quotients
| d n n
ak| bl alb
élever a Va| Vb ckl dl kK
une Q/E Q/E cTd
puissafice rendre la ak| bk TIT
donnée prent cl I dl
méme
racine . alb
- multiplier ]
n-iéme par un .
méme klk
nombre
diviser par
un méme

nombre



803 Tableaux de proportion étendus
Tous les tableaux de la page 10 sont des tablempxagortion.

L'égalité des quotients en ligne ou en colonnérassitive (tableaux 1). De proche en proche or pkus
construire des tableaux de proportion étendusrioatbre quelconque de lignes ou de colonnes. D&abésaux
étendus on peut donc extraire des tableaux élémente quatre valeurs.

Par exemple pour le tableau 2 on a d'aprés les emsmuge la proportion du tableau 3 qui donmgirieme
10x45_ _ 45

On peut augmenter le nombre des colonnes ou desn&s : tout tableau de quatre nombres extraits de ces
tableaux étendus est un tableau de proportian

proportionnellex =

Le tableau 4 donn%... :$:qdonca:b g... ete=fgdonc

oa..+egee=abq..+tefg=(ab... +&f) qdoncg... ’getM

b f ab..+ef
soit le choix des coefficients ... , €, on a la proportion du tableau 5 .
Quand des quotients sont égaux entre eux, ils scaulissi égaux a une combinaison linéaire des
numérateurs divisée par la méme combinaison linéaérdes dénominateurs

ont tous la valeuy donc quelque

Le tableau 6 est un rapport a l'unité est linéaire (801). On a en effét) =r f(1).



alc al|lC| e c e
<« —>
b|d \\\\‘é d| f dlf
ale
bl f c| e
d|f ;
g|h
Tables 1 l ////)V
d|f
g|h
41| x -20 45 |'m
71-3] 2] z |6 . >1<0 4510
| 10| 22x | -10| 5 > = bl_3
17 | 20 | —100] 8 | 2 able
Table 2
a e
bl . |t > a aa..+ee
Tab|e4 b Gb...+8f
Table 5
1

r
f(r) | f(1)
Table 6
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804 Fonctioncontinue et additive

Par définition, une fonctiohest additive si(u +v) = f(u) + f(v).

Par récurrence on démontre d(e... + ¥ =f(u) ... +f(x).

Avec une soustractiof(u — V) +f(v) =f(u—v +v) =f(u) et une algébre donri@ —v) = f(u) —f(v).

f(u) = f(u + 0) =f(u) +f(0) donnef(0) = O doncf(0) = Of(1).

f(1) = 1f(2) est trivial.

Soitn un entier naturel autre que zéro et 1 : atorsl ... +1 donc

f(n) =f(1 ... + 1) ou 1 est écnit fois = f(1) ... +f(1) ouf(1) est écrin fois=n f(1). Voila pour n entier naturel.
Ensuite pour tout entier relapifon sait qu'il est une différence entre entiersimedsé. Par exemple,
sip=u—von af(p) =f(u) —f(v) =uf(1) —vf(1) = U -V f(1) =p f(1). Voila pour p entier relatif.

On af(1) =f (E) avecn entier relatif non nul donc

f1) =f (% additionnén foiS) = n additions dé (l) =nt (1) doncf (l) =1 ¢,
n n n/ n

Un nombre rationned résulte d'une division d'un entigrpar un entien. Alors

f(q) =f (%) =mf @ = m% f(1) =q f(1). Voila pour q rationnel.

Et derniére chose, on sait que chaque réel estashie qu'on veut d'un nombre rationnel darmondition
quef soit continue dansR, si un nombre rationnelse rapproche d'un nombre réel donné différence — q
tend vers zéro, donc 0 = ljm f(r—a) = limg . , [f(r) -q f(l)] =f(r) —limy . . g f(1) et une algebre donne
limg ., qf(1) =f(r) donc, comme est la limite de&j on démontre quef(1) =f(r) . Voila pour g réel .

Théoréme : Si une fonction est continue et additivalors le tableau des antécédents et desages est un
tableau de proportion (tableau 1).

Ce théoréme est tres intuitif : la fig. 1 et lelégl 2 le rendent presque trivial.



Proportion
Antécédent| Image
X f(x)
1 f(1)
Tableau 1
Fonction continue
additive

12

Gauche| Centre Droitg

Volume | 300 ml| 600 m| 900 m

Sucre 0,49 0,8¢g 1,2 ¢
Tableau 2

Fonction continue additive

300 ml
0,4 g de sucre

600 ml
0,8 g de sucre

Fig.1

Fonction continue additive

900 ml

1,2 g de sucre
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805 L'usage des aires en géométrie plane
Premier principe : l'aire d'un rectangle est par définition égala aultiplication de sa longueur par sa largeur
(fig. 1).
Deuxiéme principe: I'aire de la réunion de deux figures est égdéesbmme de leurs aires diminuée de l'aire de
leur partie commune (fig. 2).
Conséquence l'aire du rectangle est égale a I'aire du péledramme (fig. 3)
Conséquence l'aire d'un triangle est invariante si un somdetéplace parallélement au c6té qui lui est appos
(fig. 4)
Troisieme principe : deux figures de méme forme et de mémes dimesisiphméme aire (fig. 5).
Conséquence on démontre le théoreme de Pythagore sans éerifermule (fig. 6).
L'aire du carré ACDI et du rectangle CHFE sont dégales.
Par analogie il en est de méme des aires du c&@R& et du rectangle HBGF.
La somme des aires des deux rectangles précédsrire du carré CBGh
. Quatriéme principe : si un coté du rectangle est long d'une unitfbbdgueur, I'aire est égale a la longueur de
lautre cété (fig. 7)al=1la=a.
. Cinquiéme principe : l'aire d'une ligne est nulle (fig. 8).
Conséquence les aires et leurs propriétés admises a priori sapbaux nombres leurs régles algébriques.
- Commutativité : les deux rectangles de la figusoBt égaux donc ont méme aira b=b a
- Distributivité (figures 10) : l'aire du grand rectde est a la foia (b + c) eta b + a ¢ L'autre figure
montre qued +b)c=ac+bc
- Distributivité (figures 11) : l'aire de la surfagdse est a la foia (b — 9 eta b — a cet a la fois
(a—-bcetac—-bc



Largeu Aire =a
a
Longueurb
Fig. 1
M

Fig. 3 : Quelle que soit la position
de M les aires du rectangle et du
parallélogramme sont égales

AB’ + AC? =BC?

Les aires des surfaces
grises sont égales entre '
elles et égales a celles
des surfaces jaunes.

fig. 7 : élément neutre

fig. 10 : distributivité
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Fig. 4 : Quelle que soit la
position de M l'aire du triangle
jaune reste la méme

Fig. 5

Fig. 6 : démonstration du théoreme de Pythagore

a
0 3 a b
a
0 b
fig. 8 : élément absorbant fig. 9 : commutativité
C
a
a
—> b
b

fig. 11 : distributivité
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806 Une invention mathématique importante : les veeurs
Idée initiale
Soit un corps en translation a une certaine vitesastante représentée par une fleche. Une flésheainte et
son empennage. La question ici@stplacer I'empennage de la fleche ?
La réponse immédiatement intuitive eat un point dans la matiére du corpgais alordequel ?
Aucun point du corps ne doit étre privilégié, dehaque point dans le corps peut étre la position de
l'empennage (fig. 1). Les plus anciennes mentiensedorobléme sont des grecs antiques Archimeds 208
av. J. C. en Sicile) et Héron (vers 50 ap. J. 8leaandrie).
Pour contourner cette difficulté, plusieurs sciaiies ont eu I'idée de donner un nom angembles de fleches
gui ont toutes la méme direction, le méme seres la méme longueur Le Francais Fresnel (vers 1820) l'avait
proposé, mais fut trés critiqué, le Britannique Hton (en 1843) proposa le mot latnectoret I'Allemand
Grassmann (en 1844) finit par convaincre les sigaés de I'intérét pratique de l'idée : en Fransedopta le
motvecteur
Toutes les fleches grises de la figure 06a appaeiet au méme vecteur, on dit alors que ce veotpuésente
la translation. Deux de ses fleches choisies aarldldA ; B) et (D ; C) dessinent manifestement un
parallélogramme (fig. 2). Nous admettrons deex fleches du méme vecteur dessinent toujours un
parallélogramme.
Ecriture des vecteurs: On a convenu d'écrire un vecteur par un ou lusicaractéres surligné d'une fléchette.

— —

Par exemple le déplacement précédent est écrhicn AB ouDC.

Un avantage supplémentairdans un repére donnétoutes les fleches d'un méme vecteur ont les mémes
coordonnéeg(fig. 2).

On dit que la vitesse et I'accélération sont des gndeurs physiques orientées.
Un corps en translation dessine une infinité dehii vitesse ou accélération (quand elles sostaates) donc
dessine en fait une translation particuliere remrse par un vecteur particulier viecteur déplacement

Translations successives

Suivons (figure 3) un point matérialisé sur un edps de deux translations successives. Ce poaipe les
positions successives A, B et K. Le bilan de casdliations est la fleche (A ; K)H&SLES popularisa l'idée déja
ancienne que la fleche (A ; K) résulte de I'additite (A ; B) et de (B ; K). Mais comme ces fléches

) — — —> L. . — — —>
appartiennent aux vecteurs respediifs AB et BK on écrit larelation de CHASLES [AK = AB + BK] .
Le fig. 3 montre pourquoi cette addition esmmutative. En effet, la permutation du réle des deux traimia

doit donner la méme position finale. Alok& = AL + LK avecAL = BK etLK = ABdoncAK =BK + AB.

—>

. — — —
On peut soustraire aux deux membres le ved&&ur| AK —AB = BK].

Multiplication d'un vecteur par un nombre
Soit une fleche (O ; A). Elle gradue la droite pedgpar O et A, O étant considéré comme l'origing le point
d'abscisse 1. Saifun nombre : il existe un point M sur la droite tbebscisse est.

On dit alors que le vectedM est la multiplication daB parq (fig. 4) et on écrit indifféremment
—> — — —

AM =qAB etAM = ABq.

Combinaison linéaire de deux vecteurs

Soient deux droites graduées.

Sur la fig. 5, étant données deux droites disttgtaduées par deux fleches de méme empennagh) (@ ;
(O ; B) et un point M du plan. Par M passent ungum droite paralléle a chacune de ces droiteselaoupe en

X et l'autre coupe en Y. Les deux vecteD¥etOY sont chacun ue multiplication(yA ety OB. D'autre part

—> —> — —> — —

OM =0OX etOY doncOM = x OA +y OB. On dit quex ety sont respectivemenabscisseet lordonnéede M.
Une abscisse ou une ordonnée estaamedonnée

Par X passe une unique droite paralléle a la dooitdenant B et par Y passe une unique droite |ptal la
droite contenant A, donc leur intersection st

N . . X
On écrit soit en lign®1 = (X ; Y)oas SOit en colonné = (y)OAB'
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Fléche du vecteuDA siq est

N \ positif
Fléche du vecteu®A ‘\‘
Fleche du _, \
vecteurOA\

M si q est
positif

siq est \
négatif /

M si g est
négatif
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807 Trigonométrie

. Par application du théoréme de Thalés, et pour méerdes quotients égaux entre longueurs de setgrderia

figure 1, on dresse un tableau de proportion (&bl avec une colonne par sécante et une lignggpaliéle .

. On entire les relations de proportionnalité suigan

(les références dans le tableau 2 sont en hautchgales cases du tableau 3).
Par exemple les quatre chiffres 2 sont dans qaases en rectangle. Si on les extrait, on obtienéableau
qui donne (tableau ci-contred =r cosa.

L'important est de savoir dresser le tableau 3rtr g sa logique personnelle. Proportion
On peut le faire en ne retenant que ce qui edt&triouge et en déduisant le reste avegc $a| X
logique personnelle. 1 | cosa

La figure 2 montre aussi les relatidns siraj-= - sina| et| cos (-a) = cosa.

Le radian est défini a partir de la formule du périmétrecgucleL = 2 TR en choisissant un rayon d'une unité.
Le tableau 2 donne des divisions les plus usitéesctle.
Les cases prises 4 par 4 en rectangle ou en carmméifit une proportion. Par exemple

5. @en radians™ Zi;ﬂﬁ%u en degres™ 360x 60x 60&en radians

6.

2T
Le théoréme deYAHAGORE appliqué au triangle OCP donphe tas- sirfa=1] .

Petits angles

7.

Considérons un secteur OFS. Intéressons-nous keata® des grandeurs circulaires. L'aire des tmisles de
la fig. 2 cercle estrr?, et R2.
Alors on a les inégalités aire OGire secteur OFS aire OFT, donc

% sina cosa < ; BerW radiansS ; tana, donc

sina cosa < Agp ragiansS ——— sina donc, en multipliant les trois pail— cosasenradians = gonc on a
cosa sina cosa

1< |imaﬁoms$ 1 dond lim,_, B en radians_ 1.
sina sina

. Une des formules du tableau donneasmtana cosa donc 1< lim, . OM< 1 donc a la limite le cosinus

tana cosa

vaut 1 donc il restelim,_, %5— 1| .

. Le coté pratique de ces résultats est que si l'aregh exprimé en radians est assez petit, il est

numériquement assimilable a la fois a son sinus atsa tangente

[sina = tana = @y radisnuanda est assez peit

10.Mais dans de nombreuses activités, I'angle estragm@n degrés — notamment en astronomie — etrauter

précédente devient sia=tana= Zné%de@%quanda est assez petit
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Proportion
sécante ADB| sécante AEC parallelesT riangles
AD AE DE AED
AB AC BC ABC
Tableau 1 :
exploitation du principe de Thales
Fig. 1
A
Point| Arc Rayons
I 0 OM r
OoP 1
L o
L OM' | R
L 32
P a
Q m—a
R T+a Q
S -a
S 2n-a
Point | Abs Ord
I 1 0
J 0 1
K -1 0
L 0 1
P cosa [ sina R
Q —cosa | sina
R —cosa | —sina
S cosa —sina
M rcosa | rsina L
M’ Rcosa | Rsina _
T 1 tana Fig. 2
Cercle
trigonométrique
Références Forrsr;rL]lI: Hypoténuses Axe des abscisses Axe des ordonng¢es anglbs
1 tana=—""> e o1=1 %" OC=cosa | ™" OD=sina OCP
) K= cosa o OT ; ol=1 ; IT=OU=tana | OFT
3 y=rsina 4j5 OM.:r 7 OA.:X 5 OB.)zy OA.M :
4 X = R cosa 2 OM'=R OA'= : OB'= OA' M
5 Y=Rsina Proportion
Tableau 2 Tableau 3
Proportion
Tours| Radiang Degrds Minutes Secondes Droits  Plataires
Arc Siour Srad adeqré Amin Asec Adroit a-plat Aire OFS
Cercle 1 2T 360 | 360x 60 | 360x 60x 60 4 2 LA

Tableau 4
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808 Théoréme du cosinus et produit scalaire

Ecriture canonique des grandeurs triangulaires : un sommet et I'angle intérieur associé sont désigar la
méme lettre majuscule, la longueur du c6té oppssdésigné par la lettre minuscule corresponddigte08b).

Loi du cosinus
C'est la généralisation du théoreme de WHAGORE aux triangles quelconques permise par l'inventiome

la trigonométrie (page 28): | a®=b’ +c*— 2b ccosA| .

Démonstration. Une double application du théoréme de Pythagonmeb?® = (b —x)? + h? eth? = ¢? — 3%
Une identité remarquable donae=b? — 2b x+ X + (¢ —x°).

Mais (807) on a coé :E doncc cosA = h et par substitution

a?=b’-2bccosA+c’m

Qui était al-Kashi (né a Kashan en Iran en 1380a@t a Samarkand en 1429) ? Son nom completleiyiath
ad-Din (secours de la religionJamshid(le brillant) Mas ud(heureux)al-Kashi(né a Kashan). C'était un
mathématicien et astronome perse. Il est l'inverdaicosinus, mais ne l'avait pas nommé ainsial€otent
oublié pendant des siécles, son nom apparut damsileées 1990 dans les manuels scolaires éditgarce.
Les mots sinus et cosinus eux-mémes sont une ioveuitérieure de Regiomontanus (littéralemeuitine
royale, nom de sa ville de résidence, en allemidadnigsberget russé&aliningrad dans son ouvragee
triangulis planis et sphaericis libril561).

Produit scalaire
' Arati N - . , o — — —
C'est une opération qui a deux vecteurgt v associe un nombre éctit - v ouu v.

Dans un triangle ABC, si on considére les vectaiet AC contenant respectivement les fleches (A ; B) et

(A ; C), le produit scalaire deB parATé est par définitiolAB ACcos (ATI)3 ; ATEZ), soitb c cosA de sorte que ce
produit puisse étre calculé directement & parsrdimensions du triangle. En effet, dans la fornaide-KAsHI,
la soustraction du carré depuis I'addition du double produit aux deux memlolesne

2 2 2
2b ccosA=b?+c?—a. La division des deux membres par 2 dophB AC :“% .

Angles aigus, droits et obtus
Le produit scalaire peut aussi bien étre positif,au négatif.
Siil est positif : la longuewr est petite donc I'angle A easigu (fig. 2).
Si il est nul alors on retroud® + ¢ —a’ = 0 donc, en additionnant la carréadaux deux membres, on retrouve
le théoreme deYAHAGORE qui montre que l'angle A egtoit (fig. 3).
Si il est négatif, la longuewr est grande donc I'angle A edttus (fig. 4).
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fig. 1
A A
b c b c
C a B c a B
Fig. 2 Fig. 3
A
b C
C a B

Fig. 4
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809 Coordonnées
Dans un plan

Les angles AOB et M’HM sont droits.
Le théoréme de Pythagore dorvibl '2 = AA'? + BB'%

Or AA" est I'abscissk du vecteuMM * etBB' = Y son ordonnée.
On a donc la régle
(carré de la longueur des fleches d'un vecteucprré de son abscisse) + (carré de son ordonnée).

Dans l'espace

Considérons le parallélépipede rectengle ABCDEF(gH 2) et dedans la fleche du vect&, Le segment de
droite EB est undiagonale principale

Le triangle DBE est rectangle en D donc le théordm@ythagore donrieB? = ED? + DB 2.

Le triangle ABD est rectangle en A donc le théor@méythagore donr2B? = DA + AB?.,

Par substitution dBB? on obtientEB? = ED? + DA? + AB 2.

La longueur de la diagonale principale d'un parallépipéde rectangle est égale a la somme des cardés
longueurs des trois cotés issus d'un méme sommet

Soit le repére de I'espace Oxyz défini a partipdrallélépipéde (fig. 3). Les coordonnées des quaints D, A,
B et E sont sur les axes respectifs z& oy etZ. Les carrés de ces grandeurs sont les carrésétes &D, DA et
AB. On a donc le carré de la longueur de la diaprincipale égale a la somme des carrés, tfeet Z.

Tout parallélogramme obtenu par translation de ABEGH laisse invariantes les coordonnées de ladl&dh

La regle énoncée al. 10 s'applique donc a conditeoremplacer I'expression "coordonnées des gpaings D,

A, B et E" par "coordonnées du Vect&n ".

Le carré de la longuaur des fleches d'un vecteur dgonale principale est éhale a la somme des
coordonnées de ce vecteur
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Fleche du vecteuIM '
M

A X

Fig. 1

Y A

[ e R L

Fig. 3

Fig. 2

A >

AZ

Fig. 3
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8§10 Produit scalaire en coordonnées
Produit scalaire en coordonnées planes

Rappel (808) : BC?=AB?+AC?— 2AB ACcosA et
AB ACcosA est leproduit scalaire deAB parAC.
Le théoreme de Pythagoreappliqué aux coordonnées (Fig. 1) est

|AB’ = Xag” + Yag’| -

On a de méme

AC =xac” +Yac” etBC* = Xgc” + Yac’-

Par substitution dans I'expression du théoremekaishi

2y 2oy 24y 24y 2 Z—ZATI)SAT()'I
Xec TYBc =XaB TVYaB TXac TYac .

N
On décompose le vecteBEC a gauche selon la soustraction de Chasles pataggap)

2 2 2 2 2 2 2 2
Xac” +Yac = (Xac —XaB)” + (Yac —Ya)” =Xac” + Xag — 2 Xac Xag * Yac~ +Yas — 2 YBA Yac -
On reporte :

24y, 2_9 " 24y 29 =y, 24 24y 24 2—2A_)BA_()'3
Xac t Xag — < Xac Xag tYac tYas — < YBaYac TXag TVYag tXac tYac > AL _
ce qui met en évidence I'élimination de tous lesdsa(en couleur), du signe moins devant les dsuieduits et
de leur multiplicateur 2 donc il reste

— —>
Xag Xac + Yag Yac = ABAC| (formule 32b) .

Produit scalaire en coordonnées dans l'espace
On peut tout répéter en ajoutant dans chaque tigrfermules une cote.
Le théoreme de Pythagoreappliqué aux coordonnées est
AB? = Xa5% + yas? + Zag? (formule 32c).
On a de méme
AC =Xac” +Yac” + 2ac” €1BC” =Xac” + Yac’ + Zac™
Par substitution dans I'expression du théorémekdighi

2 vl 2oy 20y 2 . 2py 2y —ZAT)BAT()Z
Xsc TV¥Ysc tZsc =XaB T VYaB Xac tYac .

On décompose le vecteBE & gauche selon la soustraction de Chasles
Xac” * Yac’ * Zac” = (Kac —Xas)” + (ac —Yas)’ + (@ac —Zap)’

o 2 2 2 5
=Xac” + Xag — 2 Xac Xag + Yac” T Yas — 2 Yac Yas + + -2 Znc Zas -
On reporte :
2 2 2 2
Xac” + Xag“— 2 Xac Xag + Yac” T ¥Yas — 2 Yac Yas + + — 2 Znc Znp
— 2 2 2 2 2 >
=Xag” tVyas~ t +Xac” tYac™ t - 2ABAC.

ce qui donne I'élimination de tous les carrés @neur) et du signe moins devant les doubles ptedui reste

Xag Xac t Yag Yac ¥ Zag Zac = ABAC (formule 32 d) .

Un travail (paragraphe 11) est donc un produitasig| celui d'un vecteuF représentant la force par le vecteur
AB auquel appartient une fleche déplacemAntg). Or le produit scalairé& AB est aussi donné par la formule

F AB=F - ABcos (? ;N)B) (formule 32 €), ce qui, en mécanique nous domsarformations précieuses.
Dans les figures page suivante, la force est éctatinu rouge et le déplacement en tirets. Bivgpes de
travaux sont présentés.

Un cas particulier intéressant est quand les détésanesurent chacun une unité de longueur car slorun

— — — —
plan|Xag Xac + Yag Yac = c0s ABAC)| et dans l'espadeas Xac + Yas Yac + Zag Zac = €0S ABAQ)|.




\ o
Angle (F ; AB) nul, Fig. 09a ce

travail =F ABcos 0 {rgvail est

A =+FAB moteur.
- = . Fig. 09b :c'est
Angle (F ; AB) droit, un glissement
travail = +F AB cosg nul. parfait.
A

travail =F AB cosTt tr,a\_/ail est
=—F AB. résistant.

Fléche du vecteur représentant une

-
_force de contacE asyrs

Fléche du vecteur représentantsa™~

composante normale : elle ne Flg-lo?d :

travaille pas. seule la
composante
tangentielle

Corps B Corps A

Fléche du vecteur représentant sa
composante tangentielle : son travail
est + ou -F x distance.

24
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811 Théoréme du sinus

La figure 10a montre que le rectangle (trait netrle parallélogramme (surface grise) ont méme aire
Quand un coté de parallélogramme glisse le long dgi-méme, son aire ne change pas.

La figure 10b montre que l'aire du triangle (suefgcise) est égale a la moitié de celle du paogl@mme (trait
noir).

Quand un sommet de triangle glisse le long d'une paléle au c6té opposé, son aire ne change pas.

Sur la figure 10c, l'aire du triangle rectanglerface grise) est égale a I'aire du triangle quejoen(trait noir),
mais aussi a la moitié de I'aire du rectangle iets). Cette aire est égale a la multiplicatios mgueurs des
deux c6tés, la base et la hauteur. L'aire du tiéaggelconque est donc égale a la multiplicatiofadengueur
de la base par celle de sa hauteur (en lignepott).

L'aire d'un triangle est égale a la moitié de la mliiplication de la longueur d'un c6té par celle dda
hauteur issue du sommet opposé

En trigonométrie (paragraphe 29) O-E a sinB.

L'aire du triangle ABC e% a hdonc es% acsinB.

En permutant circulairement les rdles des cotéeefngles il vient deux autres formules de l@ir¢riangle,
doncacsinB=c bsinA=b asinC.
Une division de ces trois grandeurs égalesagacdonnele théoréme des sinus

sinB _sinA _sinC (formule 33).
b a c

Pour un triangle ABC isocéle en A (fig. 10e), onac = Rdonc son aire es‘léIR2 sinA.

Soit AH sa hauteur issue de A : les triangles AHBIEC sont rectangles et le théoréme de Pythagoneel
HB? etHC? = R? — AH? donc HB = HC donc H est le milieu de BC donc lathar est en méme temps une
médiane.

Les deux triangles ont les trois cdtés homologgesié donc sont égaux donc les angles homologues so
égaux don® = C et les angles HAB et HAC valent la moitié Ale

Dans ces mémes triangles rectanglels= R cosA/2 etHB = HC =a/2 =R sinA/2.

L'aire de ABC est donc le double don% RsinA/2 - RcosA/2 =R sin% cos% .

On en déduit I'expression trigonométrique du daulellet d'un angl% sinA= sin%‘ cos%‘.



Fig. 10a
Hauteur Hauteu
du r du
rectangl triangle
Base
A
R N2 | N2\ R
5 H
al2 H a2

Fig.1Cc

Fig. 10e

Fia. 1Cb

Fig. 10d
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§12 Aire du triangle en coordonnées en deux dimesis

L'aire Sdu triangle ABC de la figure 11a est la différemeodre I'aire du rectangle IJCK qui I'envelopptaet
somme des trois air@s b etc respectivement des triangles AIB, BJC et CKA. @iess sont sensées étre toutes

positives et il faut tenir compte du sens des #&dhdiquent les coordonnées des fleches des vedBir (Y)
X'

etAC= (Y)

Aire ABC = aire IJCK — aire AIB — aire BJC — air&8,

Aire IJCK=X"(Y'=Y) = X"~ XY

AireAIBz%X(—Y):—%)/(Y,
AireBJC=:—2L(X'—X)(Y'—Y)=%N'—X'Y—XY‘+/X)Y
: Ly v
Aire CKA ==XY'

27N

La somme algébrique de l'al. 2 élimine les calbalsés et il reste

Aire ABC =— X' Y—% [-X Y=XY] ==X Y+%X‘ Y+:—2LX Y'=:—2LX Y'—% X' Y=% [XY' =X Y eton résume :

. _1| XX
Aire ABC A%
diagonale principale moins la multiplication en d@nale secondaire
Le motdéterminaniest choisi car il permet de savoir si les pointsdt C sont alignés ou non. En effet, en cas
d'alignement, le triangle 1JC est aplati doncd'ast nulle donc le déterminant est nul et récipeatent.

Note sur le signeX Y'> 0,Y X'< 0 donc -Y X'> 0 donc l'aire de ABC est comptée positivementoNs aussi

. Le petit tableau multiplian% s'appelle unéterminant. Il signifie multiplication en

gue la colonne des coordonnéesﬁ_wﬁa)récéde celle des coordonnéesA@donc I'angIe@,ATé) est orienté
dans le sens trigonométrique positif. Enfin, peenlgs deux vecteurs change le signe a la foisniis £t du
déterminant.

Que signifie ce signe ? Il faut regarder en tramseshsions (fig. 11b) et imaginer que le triangleses le plan xy
d'un repére de l'espace Oxyz. L'aire est représgrbéune des trois fleches grises (dans le catieast

. . . N ~ g - z . . z
positive) qui appartiennent & un méme vectsyie vecteur aire. Il est alors nécessaire de choisir une échelle

tableau 11a$ cm? :M_ Ici, e est le facteur d'échelle.
1
cm

p Py XaB - Xac
On peut reformuler le résultat en renommant lesdmmées AB = <yAB) etAC= <yAC> et alors

XaB Xac
YaB Yac

XaB Xac
YaB Yac

aire ABC =% et, si les c6tés font une unité de longyeur Asin

2

XaB Xac
Yas Yac

L'aire du parallélogramme ABDC est le double déecal triangle ABC, dong aire ABDC ~:

Un cas particulier intéressant est quand les d®Bst AC valent chacun une unité de longueur. Dans ce cas

XX
donc smA—‘ v vl

o . . . 1] x x
I'aire de ABC est a la fois (§4%)smA etE‘ Yy



y
A
K
A
Y' C
S b
Y A a
v J
I
X
Figure 11a

Aire du triangle en

coordonnées planes

—
Fleches du vecteur ai s

Fig. 11b :
aire plane dans l'esp:

Unites | nite de
de
longueur
surface
ecm’ lcm
scm® scm
Tableau 11a

échelle entre aires et

Plan xy

28
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813 Parallaxe en astronomie

Dans ce qui suit, on appellevaservatoireun lieu ou se tient des astronomeasteun objet du ciel qui les
intéresse , étoile a 4 branches).
En astronomie, la parallaxe (fig. 12a) est 'amqgbous lequel 'astre A peut étre vue depuis um dsilhouette
de saturne) la longueur entre deux l'observatdiresB (silhouettes).
Pour les astres du systéme soldirest la longueur d' une corde séparant deux obis@es parallaxe diurng.
Pour les astres extérieurs au systeme solaist le demi grand axe de I'orbite terrestre authwBoleil, soit
une unité astronomiquedrallaxe annugl
Un objet E est assez lointain pour pouvoir assinée droites (pan) et (pas) comme paralléles.

Parallaxe diurne (fig. 12a et tableau 12a)
Enbleusont écrites les valeurs mesurables.

La somme des angles d'un puistest

Ttriangle ABC :p +a + o' + 3 + B' =1t L'objectif des mesures et des calculs est I'apglet— (@ + o' + 3 + ).
Triangle ABS ¢ + @, + n + s=Tt Seulsn ets sont directement mesurables. AlorgsZ T—n—s=11— (N +9).

En trigonométrie, sigs = sin[g—nT“LS} = cosnT-FS.

Deux angles sont complémentaires (leur somme eashgie droit)
Autour du sommet Aa + ¢ :gdonca :%[—cpS donc 20 = 11— 2@ et par analogie B = 11— 2@,.

Cas d'un objet proche (satellite)
Le triangle ABC est isocéle en C dopcet @, sont égaux donc (al. 8)et3 sont égaux.
L'al. 6 et 9 donng =11— (2a +a' +3).
L'al. 9,8 et7 donnent:@et 2B =11— (M—Nn—-S)=n+s.
L'al. 10 et 13 donnem=1—(nT +a' +B) =1+ a' + ' — (h +S) qui a méme sinus que+ s— @' + ).
Théoréme du sinus

Triangle ABS —X_=_L _=L_1 g4onc (aI.11)x=L_Lsin[n—+S+[3'}

sin(3+pB) sinp 1sinp sinp 2
Triangle ABC — L = _R = (al. 7)L . AlorsL =R __ sin(h +59).

sin(n+s) sings cosn*s cosntS

2 2
Le théoréme de I'angle double dorne 2 R sinltScos*S-oRin1ES
n+s 2 2 2
cos——
L'al. 13 et 15 donnefik = 2R sin1 =S - 1 sin[n+s+ B'} .
2 sin(h+s— (@' +pBY) 2
Par analogiey(a la place d& eta’ & la place d@') |y = 2R sin=S 1 sin[n+s+a} .
gieyalap p &)y 2 Snh+s—@+p) >

Cas d'un objet lointain (Lune et planétes solaires)
Les paires d'angles' et[3" sont alternes internes. On a donc simplerpenti” +3". On a donc

x = 2RsintS - 1 sin[n+s+[3'} .Paranalogi3y=2Rsinn+S - 1 sin[n+s+a']
2 sin@" +p") 2 2 sin@" +p" 2

Pour les objets lointains, les parallaxes sontfgtis donc leur sinus peut étre confondu aveglkaen radians.
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(pn) )
Eauat JBB( — S E
quateur (@ (P N > <¢>
,,,,,,,,,,,,,, A
Vo
(ps. 7

Note : La détermination de la parallaxe lunairdr@eb?2’ et 62'), est

due a Nicolas Louis de Lacaille et a Joseph Jétéefrancois de
Lalande (1732-1807), opérant simultanément en geints de la
surface de la Terre trés éloignés I'un de l'autre.

Symbole R n

Grandeur Rayon Lat. n.
terrestre

Statut Mes Mes
Abréviations: Mes = mesuré

Calc = calculé
Lat. = latitude
n. = nord
s. = sud

Déc. = déclinaison
Paral. = parallaxe

a" p" L p
Déc.s. Déc.n. d€or Paral.
Mes Mes Calc Calc

(h) = lignes hamnizo

S a' B'
Lat.s. Déc.s. Déc.n.
Mes Mes Mes
)
Fig. 12a

= verticale locale

(pn) = quasi-paralléted
(ps) = quasi-parallele sud

¥ers le zodiaque

Fig. 12b
Parallaxe annuel N A
Le probleme est beaucoup plus simple.llast NN p ot
la longueur du grand axe de I'ellipse supposée
étre la trajectoire de la Terre autour du Solesis L~ Soleil®
distancex ety séparent notre planéete de I'objet
étudié, cet objet étant hors du systéme solaire. X
Les angles et sont directement mesurés.
<vers le zodiaque
Proportiondesunités circulaires
L . 4. Minutes Secondes Minutes Secondes
Unité | Tours| Radians Degrés d . . .
arc d'arc horaire horaire
Arc ar ar ap Ava 8sa Anh Ash
Cercle 1 2T 360 360x 60 360x 60x 60 24x 60 24x 60x 60
Tableau 12b pour les conversions d'unités d'angle
X = y - L _~ = Psa
SinB_sina _Snp etp =1— (0 + ) donnentx = smB smB avech 21 260 % 60X 60

Note : le tableau 12b permet les conversions aﬁamﬂarc ou d angle. Par exemple les colonnesaliatet "mn

horaire" donnent la formulg a

24 x 60 ayn
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9. 814 Aire du triangle en coordonnées en trois dimeims «
La projection (figure 14b) d'un triangle ABC sur des plans Xy, yz ou zx est un
triangle nommé respectivementBiC,, AB,C, et A,B,C,.
Notons dans cette dénomination la succession aireutles lettres x, y Fig. 14a
et z (figure 14a). Ainsi les plans sont successe/grmésignés xy, yz et y ;

zx et, par exemple le plan nommé yz porte le ti@igB,C,.
On sait calculer a partir des coordonnées les diss
triangles AB,C,, A\B,C, etA,B,C,. Ces aires sont

portées sur les axes de méme nom. Par exempée I'air z Plan
de AB,C, est nommés,. A yz
Les points |, J et K ont les coordonnées N
1\ (0 0 S
respectives 0]|1|et|0][Plan
0/ \1 1 X Qg
Les vecteur®l, OJ etOK ont ces mémes D
coordonnées. A/\ NS
X — By A
On se servira des coordonngeé | deAB S KQ
Z | —
. Ol .-"Ja 3 S/ _ y
X. N | . . >

et| Y'|deAC. N

' S
Considérons (fleches rouges et solide en JQCZ

_ — A Plan
hachures grlsgs) le vecte@r de //g(: z B, yz Fig. 14b
X
coordonnéeES,j.
S

Les produits scalairg8l S ,0J S etOK S valent respectivemes;, S etS,.

. ) — —> — —> — —>
Les mémes produits scalaires valSibs QI, S) , Scos OJ S) etScos OK S).
On peut facilement écrire les formules des airasstdangles AB,C,, AB,C, etA,B,C,

qlxx] oo alyyl o 1lzz
Sy v SFSz 2 ST x x|

1
2

Un calcul démontre que les deux produits scaldifzsS etAC - S sont nuls. Cela signifie que les fleches de

'S sont perpendiculaires au plan du triangle ABCguien'apparait pas nettement sur la figure 14b.
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— —
Le carré dABAC =X X' + Y Y' + Z Zdonne aprés développem&tX'?+ Y Y2+ Z 72

+2X XYY+ 2X X' Z2Z+2YY' ZZ

Le carré de B, donneX 2Y'?+ Y2 X'2—2X Y'Y X' celui de 25, donneY?Z'>+Z2Y'?-2Y Z' Z Yeet celui de
2S.donnez®X'?+ X?Z'?-2ZX' X Z

La somme des résultats des alinéas 11 et 12 élimandoubles produits.

La somme des termes restants est factorisable Biplination deX?+Y?+Z? parX'2+Y'%+Z'? | c'est-a-dire par
la multiplication des carrés des longuefBet AC.

2
Ona anrs{ABAC] +[28)?+[2S)? +[2S])*=AB*AC?
2
AR AC 2 2 2
Une division par les carrés des longueurs d ARAC -+ [2 S‘] * [228/] 2+ [2 S‘] =1.
AB“AC AB-AC
On sait que le quotient du produit scalaire paréuit des longueurs est le cosinus de l'angle des fleches

— —
deAB et celles dAC.

2 2 2
En conséquenceAB ACcosA)? + [2 S‘] * [228/] 2+ [2 S‘] =1
AB-AC

On sait donc quL2 S|*+ [223/] 22'" [25]°
AB“AC

On conclut qud2 S]° +[2 8] +[2 S]? = AB? ACZ sir? (AB , AC) qui est le carré daBACsin (B, AC).

On sait queAB ACsin (ATI)3 , AT(E) est le double de l'aire du triangle ABC, doncl'aste du parallélogramme
ABDC.

On sait donc quf2 S]* +[2S)* + [2 S]* est le carré de I'aire de ABDC.

En substituant les air&, S, etS, les multiplicateurs 2 disparaissent (al. 9) e¢dite

‘YY' 2lzz|2 xx"2

est le carré du sinus de 'angle

2721 HUxx!| *lyyl = carré de l'aire de ABDC.

Mais a gauche on a (al. 22) I'expression de Pyteage la longueur des fleches d8 2'oul cette interprétation

(fig. 14b) :| le vecteur B est le vecteur aire du parallélogramme ABDC

Cette théorie des aires en trois dimensions atitaldiéfinition d'une nouvelle opération entre eecs : =
résulte de lanultiplication dite vectorielle (parce que le résultat est un vecteur), désigaééesignelou le

) — —  — — — — —> X Y: -y .
signex selon les auteurs du vecté\B par le vecteuAC: ABOAC=ABxAC=2S=| YZ'-2ZY'|

ZX' -XZ
Yy
27
La derniere formule s'écrit augsi x x'| |- Cette écriture met en évidence la permutatiacutaire des
XX
YY

coordonnées (fig. 14a) : on lit les colonnes dechauet on pense "X est donné par Y et Z, Y eshélqar Z et
X et Z est donné par X et Y".
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§15 Calcul d'un volume & partir des coordonnées

Voici une proposition de géométrie dans I'espacparndifficile (fig. 15a).

Le parallélogramme MNPQ est une translation de EBGHui-méme.

En conséquence, les surfaces EMIH et GPJN sorgsgal

De méme EMJF et GPQI sont égales.

Les solides AD-EMIH et CB-GJNP sont égaux.

De méme AB-EMJF et CD-GPQI sont égaux.

Par réunion homologues, les solides jaune et ldeuégaux, donc ont méme volume.

Du solide ABCD-EFGH ou passe a ABCD-MNPQ en enlélasolide jaune et en ajoutant le solide bleu.
En conséquence, le volume de ABCD-MNPQ est égablume de ABCD-EFGH.

Le parallélépipéde est sensé étre droit, c'esteaeqlie I'angle AEM est droit.

En trigonométrieAE = AM cos (ATI)E , AX/I).
Le volume d'un parallélépipéde droit (la base AB&Dun parallélogramme quelconque mais le segm&itiE
est perpendiculaire.
Le volume est égal a I'aire de la base multipligéelp hauteur donc le volume de ABCD-EFGH est adalire
de ABCD multipliée paAE.

N

Vu l'alinéa 9, le volume de ABCD-MNPQ est égakérd de ABCD multipliée pahM cos (ATI)E , AM)
En conséquence, ce volume est le produit scalaiﬁ?édaarﬂ\)/l.

L'aire de ABCD est égalesB ACsin (ATI)B , ATI)D).

En conséquence, le volume de ABCD MNPQ est égd3 &AD AMsin @Té , ATI)D) cos (ATI)E , AX/I).

On sait queA_I)E est le produit vectoriel deB parATf).

On conclut que le volume de ABCD-MNPQ est donnélaformule AB JAD) - AM.
Définissons les coordonnées des trois vecteurgnant les arétes issues de A du parallélépipedeDABC
MNPQ, le solide étant orienté n'importe commentrpaport au trois axes du repéere orthonormé desaltes:

— X — X —> X'
AB=| Y [AD=| Y' |etAM=| Y" |
Y4 VA z"

. ) — . YY'| | 1 ZZ
Le produit vectoriel esAB O AD d'absciss 770 d'ordonné X X'

td tXY'
etde cotg \, . |.

' YAVA X X
X X YY
Le développement des déterminants doMh8' - Z )W X"+ Z X' =X ZY"+ (X Y' =Y X' Z".

Le développement donneZ' X" + Z X' Y+ X Y' Z" -Z Y' X"-X Z' Y"'-Y X' Z"

Une astuce permet de mémoriser facilement cettensoahgébrique de multiplications (tableau 15a). treis

La formule du volume est dor{cz 7 X" +‘ ‘ Y +‘ ‘ z".

premiéeres lignes portent les coordonnées desveoieursAB , AD etAM dans cet ordre. Les deux premieres
lignes sont ensuite répétées. Pour les produitsi@uitgs, suivre les fleches rouges et pour lestsaits les
fleches bleues (figure 15b).

Mais I'écriture standard se contente du tableauwdéterminant 3 sur 3).
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A B
Démonstration de l'al. 3

27. Surfaces de l'al. 3:1Q = FJ, MQ = FG.
28. donc par difféerence MI=MQ - 1Q =FG - FJ =JG,,
29. HJ = JN, HE = PN, et les segments EH, MI, JG etBiM paralléles.
30. En conséquence les surfaces EMIH et GPJN sontsgale
Démonstration de l'al. 4
31. La démonstration est analogue pour EMJF et GPQI.
Démonstration de l'al. 5
32. AD = BC donc les solides AD-EMIH et CB-GJNP sonagx.
Démonstration de l'al. 6
33. La démonstration est analogue pour AB-EMJF et CORGP
Démonstration de l'al. 7
34. On réunit d'une part les solides AD-EMIH avec AB-BMen jaune) et CB-GJNP avec CD-GPQI (en

bleu).

X X' X"
Y YY"
227 7"
X X' X"
Y YY"
111 121 13 Tableau
21| 22| 23 15a
31| 32| 33
Tableau 15c¢
numérotation bl
des lignes et
des colonnes A
Dol
N
XX X"
YYY
2727

Tableau 15b
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8§16 Fonction additive continue de plusieurs varialgls

Enoncé : soit une fonctidrdont I'antécédent est une suite de nomhres ( 2). L'image est écrite en principe
f((u ... , 2), mais la double paire de parenthéses emboité@nesmbrante et on a pris I'habitude d'enlever une
paire. L'image s'écrira doffgi ... , 2).

u
On a aussi une autre écriture possible : mettredgables en colonne. Ainfu ... , 2) est écriff ( j Cette
z

écriture en colonne rend beaucoup de formulesligibbées (alinéas suivants).

u+u' u u'
Par définition, une fonctiohest additive sf| ... =f +f .

z+7'

Up ...
Par récurrence, ondémontreq(e . ]:( ] ( ]
z
u u-u +u -
Avecunesoustractiorﬁ(...j:f( j:f( j+f(...]etunealgébre donne
z z—-72'+27 z-7' z'
u-—-u' u u'
z-7' z z'
0 u-u u u Ou u
Onendéduitque{...jm{ j=f(...j—f(...j=0, soitf(...j=0f(...j.
0 -2 Z Z 0z y4
lu u
f(...jzlf(...]esttrivial.
1z z
nu u...+u u u u
Soitnentiernaturel.AIors(...j:f( ]oUuetvsontécritsnfois:f(...j...+f(...jom(...j
nz zZ...+z z z z

u
est écrit aussi fois =n f( j

z
Ensuite parce que tout entier relg@iést une différence — nentre entiers naturels,

pu (m-9u mu-n mu nu u u u
Onaf(j:f( j:f( j:f(j—f(j :mf(j—nf(j:(m_r)f(j
pz (m-pnz mz-n mz nz z z z

u
=p 1{ j Voila pour p entier relatif.

z
Onal= n% oun est un entier relatif,

nlu lU

et une algébre donff

o
o
S
o
Q.
TN
N c
~
Il
—_
Sl S
I
>
s
= : 35
Sl S
1
Sl
—
TN
N c
~

qgu u u
Tout rationnely est un quotien%:m%doncf(...j:f =mf| ... :m%f(...]:qf(---].

etvoila pour un nombre rationnel g.
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u limite deu u
On dit quef est continue si I‘image( j tend vers I‘imagé( j guand la suitg j tend vers une
z limite dez z
limite deu
limite ( j
limite dez
On sait que dans le voisinage de chaguexrégiste des rationnel aussi prochexdpi'on veut et alors quand on
qu u Xu u
pense a un rationngltendant vers le réall‘imagef( j =q 1{ j tend vers ( j =X 1{ j .
qz z XZ z
f(;‘) :f<g :3) est trivial, donc par additivitb’(tj) :fGD +f (8) qu'on peut écriré(ﬂ (j)') +f<x g_))

et l'alinéa 29 donnb(tj) = uf(é) +vf<2). Si on renomme etd les images respectivééé) etf ((D

—h

. u
alors on obtient la formulé(v) =cu+dv

Généralisation : on pourrait refaire la démonstratie I'alinéas 30 pour une fonction additive curgf de plus
de deux variables et démontrer qu'il existe unee suiique d'autant de nombres que de variablesgat quels

u
gue soient les valeurs de.. etzon ai f(j =cu..+hz
z

Plus concrétement, soient deux mélanges chimiquetsBAde méme composition qualitative, par exerdfgau,
de sel et de sucre. On sait que le volume de AréuBis est la somme des volumes de A et de celBi.®n
sait aussi que le nombre de moles d'eau, de suate sel du mélange est la somme de ces quaraitésAdet
B. On peut conclure qu'il existe trois coefficieatmistantEe,, Csucre€tCseitels que le volum¥ est donné en

neau
fonction du nombre de mol@s,, Nsycre€tNse des trois espéces p&{ Nsucre | = CeauNeau™ CsucreNsucre + Csel Nset
Nsel



